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вима в виде суммы нильпотентной матрицы и 𝑞-потентной матрицы, где 𝑞 –
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1. Введение. Все кольца предполагаются ассоциативными и с единицей. Коль-
цо называется чистым, если любой его элемент является суммой обратимого элемен-
та и идемпотента. Изучение чистых колец было инициировано в работе [1]. Чистые
кольца и их обобщения в последнее десятилетие активно изучаются. Кольцо назы-
вается ниль-чистым, если каждый его элемент является суммой нильпотентного
элемента и идемпотента. Всякое ниль-чистое кольцо является чистым. Ряд важных
свойств ниль-чистых колец были получены в работе [2]. В этой же работе была
поставлена проблема об описании ниль-чистых колец, над которыми кольца матриц
также являются ниль-чистыми. В работе [3] была доказана следующая теорема.
Теорема 1. Для поля 𝑃 следующие условия равносильны:
1) для любого 𝑛 ∈ N кольцо 𝑀𝑛(𝑃 ) является ниль-чистым;
2) для некоторого 𝑛 ∈ N кольцо 𝑀𝑛(𝑃 ) является ниль-чистым;
3) 𝑃 = 𝐹2 .
Элемент 𝑒 из кольца 𝑅 называется 𝑞-потентным, если для некоторого целого
числа 𝑞 > 2 выполнено равенство 𝑒𝑞 = 𝑒. Кольцо 𝑅 назовем 𝑞-ниль-чистым, если
каждый элемент из кольца 𝑅 является суммой нильпотента и 𝑞-потентного элемента.
В этой заметке изучаются кольца, над которыми кольца матриц являются 𝑞-ниль-
чистыми. В качестве следствий доказаны некоторые матричные аналоги малой тео-
ремы Ферма.
2. Основные результаты.
Теорема 2. Пусть 𝑝 – простое число, 𝑘 – целое число > 1, 𝑞 = 𝑝𝑘 и 𝑃 – поле.
Тогда следующие условия равносильны:
1) для любого 𝑛 ∈ N кольцо 𝑀𝑛(𝑃 ) является 𝑞-ниль-чистым;
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2) для некоторого 𝑚 ∈ N кольцо 𝑀𝑚(𝑃 ) является 𝑞-ниль-чистым;
3) 𝑃 – конечное поле и |𝑃 | − 1 делит 𝑞 − 1.
Доказательство. 1) ⇒ 2). Очевидно.
2) ⇒ 3). Достаточно показать, что каждый элемент 𝑥 из поля 𝑃 удовлетворяет
равенству 𝑥𝑞 = 𝑥. Рассмотрим диагональную (𝑚×𝑚)-матрицу 𝐴 вида diag(𝑥, . . . , 𝑥).
Согласно пункту 2) имеет место равенство 𝐴 = 𝐸 + 𝑁 , где 𝐸𝑞 = 𝐸 и 𝑁 – нильпо-
тентная матрица. Без ограничения общности можно считать, что матрица 𝑁 имеет
нормальную жорданову форму. Поскольку (𝐴 −𝑁)𝑞 = 𝐴 −𝑁 , то имеем равенство
𝑥𝑞 = 𝑥.
3) ⇒ 1). Пусть 𝑃 – конечное поле и |𝑃 | − 1 делит 𝑞 − 1. Положим 𝑞′ = |𝑃 |.
Покажем, что любая матрица 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝑃 ) представима в виде суммы 𝑞′-потентной
матрицы и нильпотентой матрицы. Так как в кольце 𝑀𝑛(𝑃 ) всякий 𝑞′-потент явля-
ется 𝑞-потентом, то тем самым будет доказано условие 1).
Рассмотрим фробениусову нормальную форму матрицы 𝐴 ∈𝑀𝑛(𝑃 ):
𝐹𝐴 = 𝐹𝐴1 ⊕ 𝐹𝐴2 ⊕ · · · ⊕ 𝐹𝐴𝑘 ,
где 𝐹𝐴𝑘 – квадратные блоки вида⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 −𝑎0
1 0 . . . 0 −𝑎1
0 1 . . . 0 −𝑎2
...
...
. . .
...
...
0 0 . . . 1 −𝑎𝑛−1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
Ясно, что достаточно показать представимость каждого блока 𝐹𝐴𝑘 матрицы 𝐹𝐴
в виде суммы нильпотентой матрицы и 𝑞′-потентной матрицы. Рассмотрим четыре
случая.
Случай 1: 𝑎𝑛−1 ̸= 0. Представим 𝐹𝐴𝑘 в виде суммы 𝐸𝐴𝑘 и 𝑁𝐴𝑘 , где
𝐸𝐴𝑘 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 −𝑎0
0 0 . . . 0 −𝑎1
0 0 . . . 0 −𝑎2
...
...
. . .
...
...
0 0 . . . 0 −𝑎𝑛−1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑁𝐴𝑘 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...
...
. . .
...
...
0 0 . . . 1 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
Это и есть искомое разложение в сумму, так как 𝑁𝐴𝑘 – нильпотентная матрица,
𝐸𝑞
′
𝐴𝑘
= 𝐸𝐴𝑘 в силу того, что −𝑎𝑖(−𝑎𝑛−1)𝑞
′−1 = −𝑎𝑖 в 𝑃 .
Случай 2: 𝑎𝑛−1 = 0 и 𝑝 ̸= 2. Представим 𝐹𝐴𝑘 в виде суммы 𝐸𝐴𝑘 и 𝑁𝐴𝑘 , где
𝐸𝐴𝑘 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 0 −𝑎0
0 0 . . . 0 0 −𝑎1
0 0 . . . 0 0 −𝑎2
...
...
. . .
...
...
...
0 0 . . . 0 0 −𝑎𝑛−3
0 0 . . . 0 1 −𝑎𝑛−2 + 1
0 0 . . . 0 0 −1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑁𝐴𝑘 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 0 0 0
1 0 . . . 0 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0 0
...
...
. . .
...
...
...
...
0 0 . . . 1 0 0 0
0 0 . . . 0 1 −1 −1
0 0 . . . 0 0 1 1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Матрица 𝑁𝐴𝑘 нильпотентная. Так как 𝐸3𝐴𝑘 = 𝐸𝐴𝑘 , то 𝐸
𝑡
𝐴𝑘
= 𝐸𝐴𝑘 для любого
нечетного натурального 𝑡.
Случай 3: 𝑎𝑛−1 = 0, 𝑎𝑛−2 ̸= 0 и 𝑝 = 2. Пусть 𝜑 : 𝑃 → 𝑃 – автоморфизм Фробени-
уса, действующий по правилу 𝜑(𝑥) = 𝑥2. В поле 𝑃 существует элемент 𝑧 такой, что
𝑧2 = 𝜑(𝑧) = 𝑎𝑛−2. Представим 𝐹𝐴𝑘 в виде суммы 𝐸𝐴𝑘 и 𝑁𝐴𝑘 , где
𝐸𝐴𝑘 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 0 𝑎0
0 0 . . . 0 0 𝑎1
0 0 . . . 0 0 𝑎2
...
...
. . .
...
...
...
0 0 . . . 0 0 𝑎𝑛−3
0 0 . . . 0 𝑧 0
0 0 . . . 0 0 𝑧
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑁𝐴𝑘 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 0 0 0
1 0 . . . 0 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0 0
...
...
. . .
...
...
...
...
0 0 . . . 1 0 0 0
0 0 . . . 0 1 𝑧 𝑎𝑛−2
0 0 . . . 0 0 1 𝑧
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
Так как char(𝑃 ) = 2 и для любого 𝑥 ∈ 𝑃 ∖ {0} имеет место равенство 𝑥𝑞′−1 = 1,
то 𝐸𝑞
′
𝐴𝑘
= 𝐸𝐴𝑘 и 𝑁𝐴𝑘 – нильпотентная матрица.
Случай 4: 𝑎𝑛−1 = 0, 𝑎𝑛−2 = 0 и 𝑝 = 2. Представим 𝐹𝐴𝑘 в виде суммы 𝐸𝐴𝑘 и 𝑁𝐴𝑘 ,
где
𝐸𝐴𝑘 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 0 𝑎0
0 0 . . . 0 0 𝑎1
0 0 . . . 0 0 𝑎2
...
...
. . .
...
...
...
0 0 . . . 0 1 𝑎𝑛−3 + 1
0 0 . . . 0 1 0
0 0 . . . 0 0 1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑁𝐴𝑘 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 0 0 0
1 0 . . . 0 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0 0
...
...
. . .
...
...
...
...
0 0 . . . 1 0 1 1
0 0 . . . 0 1 1 0
0 0 . . . 0 0 1 1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
Имеем 𝐸2𝐴𝑘 = 𝐸𝐴𝑘 и 𝑁𝐴𝑘 – нильпотентная матрица. Теорема доказана.
Следствие 1. Пусть 𝑅 – коммутативное кольцо и 𝐼 – максимальный идеал
кольца 𝑅. Если |𝑅/𝐼| < ∞, то для всякой матрицы 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝑅) существуют
матрицы 𝐸,𝑁 ∈𝑀𝑛(𝑅) и 𝑚 ∈ N такие, что
𝐴 ≡ 𝐸 +𝑁 (mod 𝐼), 𝐸|𝑅/𝐼| ≡ 𝐸 (mod 𝐼), 𝑁𝑚 ≡ 0 (mod 𝐼).
Заметим, что если в следствии 1 положить 𝑅 = Z и 𝑛 = 1, то мы получим
формулировку малой теоремы Ферма. Следующее утверждение в случае, когда
𝑅 = Z, было установлено в работе [4].
Следствие 2. Пусть 𝑅 – коммутативное кольцо и 𝐼 – максимальный идеал
кольца 𝑅. Если |𝑅/𝐼| < ∞, то для всякой матрицы 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝑅) имеет место
сравнение
tr(𝐴|𝑅/𝐼|) ≡ (tr𝐴)|𝑅/𝐼| (mod 𝐼).
Доказательство. Пусть 𝑞 = |𝑅/𝐼| и 𝜑 : 𝑅→ 𝑅/𝐼 – естественный гомоморфизм.
Гомоморфизм 𝜑 индуцирует гомоморфизм 𝜑′ : 𝑀𝑛(𝑅) → 𝑀𝑛(𝑅/𝐼). Тогда согласно
следствию 1 имеет место равенство 𝜑′(𝐴) = 𝐸 + 𝑁 , где 𝐸 – 𝑞-потентная матрица
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и 𝑁 – нильпотентная матрица. Следовательно, tr(𝜑′(𝐴)) = tr(𝐸). Из [5; лемма 2.3.1]
следуют равенства
𝜑′(𝐴)𝑞 = (𝐸 +𝑁)𝑞 = 𝐸𝑞 +𝑁𝑞 +𝐵,
где 𝐵 ∈ [𝑀𝑛(𝑅/𝐼),𝑀𝑛(𝑅/𝐼)]. Таким образом,
tr(𝜑′(𝐴)) = tr(𝐸) = tr(𝐸𝑞 +𝑁𝑞 +𝐵) = tr(𝜑′(𝐴)𝑞).
Следствие доказано.
Кольцо 𝑅 называется регулярным (по фон Нейману), если 𝑟 ∈ 𝑟𝑅𝑟 для любого
элемента 𝑟 ∈ 𝑅.
Теорема 3. Пусть 𝑝 – простое число, 𝑘 – целое число > 1, 𝑞 = 𝑝𝑘 и 𝑅 – регу-
лярное коммутативное кольцо. Тогда следующие условия равносильны:
1) для любого 𝑛 ∈ N кольцо 𝑀𝑛(𝑅) является 𝑞-ниль-чистым;
2) для некоторого 𝑚 ∈ N кольцо 𝑀𝑚(𝑅) является 𝑞-ниль-чистым;
3) в кольце 𝑅 выполнено тождество 𝑥𝑞 = 𝑥.
Доказательство. 1) ⇒ 2). Очевидно.
2) ⇒ 3). Пусть 𝑥 ∈ 𝑅. Рассмотрим диагональную (𝑚 × 𝑚)-матрицу 𝐴 вида
diag(𝑥, . . . , 𝑥). Согласно пункту 2) имеет место равенство 𝐴 = 𝐸 + 𝑁 , где 𝐸𝑞 =
𝐸 и 𝑁 – нильпотентная матрица. Согласно [6; теорема 1.7] 𝑀𝑚(𝑅) – регулярная
𝑅-алгебра. Тогда из [7; теорема 4.10.2] следует существование идеалов 𝐼1, . . . , 𝐼𝑘
кольца 𝑅 и матрицы 𝐵 ∈𝑀𝑚(𝑅) таких, что имеет место изоморфизм
𝜑 : 𝑅[𝑁,𝐵]→
𝑘∏︁
𝑖=1
𝑀𝑚𝑖(𝑅/𝐼𝑖)
𝑅-алгебр, действующий из подалгебры алгебры𝑀𝑚(𝑅), порожденной матрицами𝑁 ,
𝐵, в прямое произведение алгебр 𝑀𝑚1(𝑅/𝐼1), . . . ,𝑀𝑚𝑘(𝑅/𝐼𝑘), выполнены равенcтва⋂︀𝑘
𝑖=1 𝐼𝑖 = 0, 𝑁𝐵𝑁 = 𝑁 , 𝐵𝑁𝐵 = 𝐵 и 𝜑(𝑁) = (𝐽1, . . . 𝐽𝑘), где
𝐽𝑖 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...
...
. . .
...
...
0 0 . . . 1 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
Поскольку (𝜑(𝐴)−𝜑(𝑁))𝑞 = 𝜑(𝐴)−𝜑(𝑁), то для каждого 1 6 𝑖 6 𝑘 в кольце 𝑅/𝐼𝑖
имеет место равенство (𝑥+ 𝐼𝑖)𝑞 = 𝑥+ 𝐼𝑖. Так как
⋂︀𝑘
𝑖=1 𝐼𝑖 = 0, то 𝑥
𝑞 = 𝑥.
3) ⇒ 1). Пусть 𝑛 – призвольное натуральное число и 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝑅). Рассмотрим
подкольцо 𝑆 кольца 𝑅, порожденное компонентами матрицы 𝐴. Ясно, что 𝑆 –
конечное кольцо и, следовательно, имеет место изоморфизм 𝑆 ∼= 𝑃1 × · · · × 𝑃𝑚, где
𝑃𝑖 – конечное поле и |𝑃𝑖| − 1 делит 𝑞− 1 для каждого 1 6 𝑖 6 𝑚. Тогда импликация
следует из теоремы 1. Теорема доказана.
Импликация 1) ⇒ 2) из следующего утверждения была установлена в работе [3].
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Следствие 3. Для коммутативного регулярного кольца 𝑅 следующие условия
равносильны:
1) 𝑅 – булево кольцо;
2) 𝑅 – ниль-чистое кольцо.
Замечание. Предыдущие два утверждения остаются верными, если в их усло-
виях предположить, что 𝑅 – полупримитивное коммутативное кольцо. Для этого
при доказательстве импликации из 2) в 3) теоремы 3 необходимо воспользовать-
ся теоремой 2 и тем фактом, что каждое полупримитивное коммутативное кольцо
является подпрямым произведением полей.
Лемма 1. Пусть 𝑝 – простое число и 𝑅 – 𝑝-ниль-чистое кольцо. Тогда имеют
место следующие утверждения:
1) для любого 𝑛 ∈ N кольцо вычетов 𝑍𝑝𝑛 является 𝑝-ниль-чистым;
2) если 𝐼 – идеал кольца 𝑅, то 𝑅/𝐼 – 𝑝-ниль-чистое кольцо;
3) 𝐽(𝑅) – ниль-идеал;
4) если 𝑅 – коммутативное кольцо, то для некоторого целого числа 𝑛 > 1
выполнено равенство 𝑝𝑛1𝑅 = 0.
Доказательство. Утверждения пунктов 1) и 2) проверяются непосредственно.
3) Пусть 𝑗 ∈ 𝐽(𝑅). Для некоторого 𝑞-потента 𝑒 и некоторого целого числа 𝑛 > 2
выполнены равенства
(𝑗 − 𝑒)𝑛 = 0, 𝑒𝑛 = 𝑒.
Следовательно, 𝑒 ∈ 𝐽(𝑅). Таким образом, 𝑒 = 0 и 𝑗 – нильпотентный элемент.
4) Без ограничения общности можно считать, что 𝑅 – ненулевое кольцо. Из
пункта 3) следует, что в кольце 𝑅/𝐽(𝑅) выполнено тождество 𝑥𝑝 = 𝑥. Тогда
𝑝1𝑅/𝐽(𝑅) = 0, следовательно, существует наименьшее целое число 𝑚 > 2, для кото-
рого выполнено равенство 𝑚1𝑅 = 0. Если 𝑝′ – простое число, отличное от 𝑝 и 𝑝′, –
делит 𝑚, то имеет место изоморфизм 𝑅 ∼= 𝑅1 × 𝑅2, где 𝑅1, 𝑅2 – ненулевые кольца
и 𝑝′𝑘1𝑅2 = 0 для некоторого 𝑘 ∈ N. Тогда в кольце 𝑅2/𝐽(𝑅2) выполнены равен-
ства 𝑝1𝑅2/𝐽(𝑅2) = 𝑝
′𝑘1𝑅2/𝐽(𝑅2) = 0, что невозможно. Таким образом, для некоторого
целого числа 𝑛 > 1 выполнено равенство 𝑝𝑛1𝑅 = 0. Лемма доказана.
Теорема 4. Пусть 𝑝 – простое число и 𝑅 – коммутативное 𝑝-ниль-чистое
кольцо. Тогда для любого 𝑛 ∈ N кольцо 𝑀𝑛(𝑅) является 𝑝-ниль-чистым.
Доказательство. Пусть 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝑅). Рассмотрим естественный гомоморфизм
𝜑 : 𝑅 → 𝑅/𝐽(𝑅). Гомоморфизм 𝜑 индуцирует гомоморфизм колец 𝜑 : 𝑀𝑛(𝑅) →
𝑀𝑛(𝑅/𝐽(𝑅)). Согласно лемме 1, 3) в кольце 𝑅/𝐽(𝑅) выполнено тождество 𝑥𝑝 = 𝑥.
Тогда из теоремы 3 следует равенство
𝜑(𝐴) = 𝐸 +𝑁,
где 𝐸𝑝 = 𝐸 и 𝑁 – нильпотентная матрица. Ясно, что 𝑅/𝐽(𝑅) – подпрямое про-
изведение полей, каждое из которых изоморфно полю 𝐹𝑝. Следовательно, кольцо
𝑀𝑛(𝑅/𝐽(𝑅)) можно рассматривать как алгебру над полем 𝐹𝑝. Так как 𝑥𝑝 − 𝑥 –
сепарабельный многочлен, 𝐹𝑝 – поле разложения этого многочлена и 𝐸𝑝 − 𝐸 = 0,
то подалгебра 𝐹𝑝[𝐸] 𝐹𝑝-алгебры𝑀𝑛(𝑅/𝐽(𝑅)), порожденная матрицей 𝐸, изоморфна
конечному прямому произведению поля 𝐹𝑝. Следовательно, для некоторых целых
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чисел 1 6 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 6 𝑝 − 1 и попарно ортогональных идемпотентов 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 ∈
𝑀𝑛(𝑅/𝐽(𝑅)) выполнено равенство
𝐸 = 𝑓1𝛼1 + · · ·+ 𝑓𝑘𝛼𝑘.
Поскольку согласно лемме 1, 3) 𝐽(𝑅) – ниль-идеал, то Ker(𝜑) = 𝑀𝑛(𝐽(𝑅)) – ниль-
идеал. Тогда из [5; лемма 2.3.7] следует существование попарно ортогональных
идемпотентов 𝑒1, . . . , 𝑒𝑘 ∈ 𝑀𝑛(𝑅) таких, что 𝜑(𝑒𝑖) = 𝑓𝑖 для каждого 1 6 𝑖 6 𝑘. Из
леммы 1 следует существование целых чисел 𝛽1, . . . , 𝛽𝑘, для которых выполнены
следующие условия: 𝛽𝑖1𝑀𝑛(𝑅) – 𝑝-потентный элемент и 𝛼𝑖1𝑀𝑛(𝑅) − 𝛽𝑖1𝑀𝑛(𝑅) – ниль-
потентный элемент. Тогда 𝐸′ = 𝑒1𝛽1+ · · ·+𝑒𝑘𝛽𝑘 – 𝑝-потентный элемент и 𝜑(𝐸′) = 𝐸;
следовательно, (𝐴 − 𝐸′)𝑚 ∈ 𝑀(𝐽(𝑅)) для некоторого целого числа 𝑚 > 1. Так как
𝑀(𝐽(𝑅)) – ниль-идеал, то 𝐴− 𝐸′ – нильпотентная матрица. Теорема доказана.
Следствие 4 [3]. Если 𝑅 – коммутативное ниль-чистое кольцо, то для любого
𝑛 ∈ N кольцо 𝑀𝑛(𝑅) является ниль-чистым.
3. Некоторые открытые проблемы.
Задача 1. Описать все кольца 𝑅, над которыми кольца матриц являются
𝑞-ниль-чистыми, где 𝑞 – степень простого числа. Представляет интерес частный
случай этой проблемы, когда 𝑅 – регулярное кольцо.
Задача 2. Верно ли, что если над телом 𝑇 для некоторого 𝑛 > 2 кольцо 𝑀𝑛(𝑇 )
является 𝑞-ниль-чистым, где 𝑞 – степень простого числа, то 𝑇 – поле.
Авторы искренне признательны рецензенту за внимательное чтение статьи и ряд
полезных замечаний, которые значительно улучшили первоначальную версию.
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